Calcolo Differenziale by Brini, Andrea
MATHEMATICS Bis (Spazi duali e differenziali)
A. Brini
September 29, 2010
0.1 Come si ”scrivono in modo intrinseco” i differenziali?
Dato lo spazio vettoriale Rn, il suo spazio duale e’, per definizione, l’insieme
(Rn)∗ = {ϕ : Rn → R; ϕ funzionale lineare},
munito delle operazioni di somma:
(ϕ1 + ϕ2)(v) = ϕ1(v) + ϕ2(v), ∀v ∈ Rn,
e di moltiplicazione esterna per scalare:
(λϕ1)(v) = λϕ(v), ∀v ∈ Rn, ∀λ ∈ R.
La struttura che risulta e’ chiaramente uno spazio vettoriale.
I differenziali sono funzionali lineari, e, quindi, elementi dello spazio duale (Rn)∗; di
conseguenza, se determiniamo una ”base canonica” per lo spazio duale (Rn)∗ avremo
una ”scrittura canonica” per i differenziali.
0.2 ”Base canonica” dello spazio duale (Rn)∗
Indicata con {e1, . . . , en} la base canonica di Rn, consideriamo l’insieme di funzionali
lineari
{dx1, . . . , dxn}
cosi’ definiti:
dxi : R
n → R,
ove
dxi(ei) = 1 e dxi(ej) = 0 se i 6= j.
OSSERVAZIONE FONDAMENTALE.
Sia v = (v1, . . . , vn) =
∑n
i=1 viei ∈ Rn.
Allora
dxi(v) = vi;
per questa ragione i funzionali dxi vengono spesso detti funzionali coordinata.
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Teorema 1. L’insieme
{dx1, . . . , dxn}
e’ base per lo spazio duale (Rn)∗.
In particolare, lo spazio duale (Rn)∗ e’ uno spazio vettoriale di dimensione finita n.
DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo provare che {dx1, . . . , dxn} e’ un sistema di generatori
e che e’ un insieme linearmente indipendente nello spazio vettoriale (Rn)∗.
sistema di generatori)
Sia ϕ ∈ (Rn)∗, e sia v = (v1, . . . , vn) =
∑n
i=1 viei ∈ Rn. Allora
ϕ(v) = ϕ(
n∑
i=1
viei) =
n∑
i=1
viϕ(ei) =
n∑
i=1
ϕ(ei)dxi(v), ∀v ∈ Rn.
Questa famiglia (infinita) di identita’ tra valutazioni implica la seguente identita’ nello
spazio duale (Rn)∗:
ϕ =
n∑
i=1
ϕ(ei) dxi.
lineare indipendenza)
Dobbiamo provare che la condizione
n∑
i=1
ci dxi ≡ 0
implica
c1 = c2 = . . . = cn = 0.
Ora
n∑
i=1
ci dxi(e1) = c1 = 0,
n∑
i=1
ci dxi(e2) = c2 = 0,
........
n∑
i=1
ci dxi(en) = cn = 0,
da cui la tesi.
Corollario 1. Sia f : A → R, A aperto di Rn, x ∈ A, e sia f differenziabile in x.
Denotiamo con Lx il differenziale di f in x ∈ A.
Allora il differenziale si scrive (in modo unico nello spazio duale (Rn)∗) come segue:
Lx =
n∑
i=1
∂f
∂xi
(x)dxi ∈ (Rn)∗.
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DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla equivalenza tra le identita’ (puntu-
ali, sulle valutazioni):
Lx(v) = < grad f(x), v > =
n∑
i=1
∂f
∂xi
(x)vi =
n∑
i=1
∂f
∂xi
(x)dxi(v), ∀v ∈ Rn
e la identita’ (vettoriale, tra funzioni):
Lx =
n∑
i=1
∂f
∂xi
(x)dxi ∈ (Rn)∗.
A PAROLE, il differenziale Lx si scrive, in modo unico, come combinazione lineare
delle funzioni coordinata dxi con coefficienti le derivate parziali
∂f
∂xi
(x).
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